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Introduction 

Pour un groupe G réductif et connexe sur C, le célèbre théorème de Borel- 
Weil-Bott décrit très simplement les groupes de cohomologie des fibrés en 
droites sur les G— variétés de drapeaux, au moyen des représentations irréductibles 
de G. Notre but est d'établir un résultat analogue pour une autre famille 
de variétés : les compactifications équivariantes du groupe G. Comme celui- 
ci est un espace homogène pour l'action, par multiplication à gauche et à 
droite, de G x G, ces compactifications admettent une description combi- 
natoire qui résulte de la théorie des plongements des espaces homogènes 
sphériques (cf. |LVj ) . On peut même obtenir une description combinatoire 
des fibrés en droites L sur une compactification équivariante X. 
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Nous exprimons ici les groupes de cohomologie de L sur X, en fonction 
de ces données combinatoires. Pour un revêtement fini G de G, tel que L est 
G x G— linéarisable^ , ces groupes H l (X,L) sont en fait des G x G— modules 
(pour tout i > 0). Notre théorème principal (|2.1j) donne leurs multiplicités 
selon chaque G x G— module simple. Ce résultat fait intervenir des <C objets 
toriques S> et, pour y parvenir, j'utilise le complexe de Grothendiek-Cousin, 
tel qu'il a été introduit notamment dans |Ke78j . C'est un complexe fait de 
groupes de cohomologie à support dans les B x B~ orbites de X (on note 
B et B~ deux sous-groupes de Borel opposés de G) et dont Phomologie est 
exactement la cohomologie H* (X, L) . 

Dans le contexte des variétés de drapeaux, le complexe correspondant 
permet de retrouver directement le théorème de Borel- Weil-Bott. Pour ce 
qui concerne les compactifications, on a besoin d'analyser un peu plus les 
groupes de cohomologie à support qui apparaissent. Si g est l'algèbre de Lie 
de G, ce sont des représentations de g x g. On en donnera des filtrations 
avec des gradués associés plus familiers, en se servant de la structure de la 
compactification. Cela suffira pour calculer les multiplicités cherchées. 

Auparavant (cf. la proposition 14. 7|) . ces filtrations auront mis en lumière 
l'utilité de considérer G dans une compactification, pour préciser la structure 
de certains g x g— modules intéressants du point de vue de la théorie des 
représentations, comme, par exemple, les groupes de cohomologie de G à 
support dans les doubles classes BwB~. 

Lorsque G est un tore, les compactifications sont les variétés toriques 
complètes ; dans ce cas, les groupes de cohomologie des fibrés en droites 
ont été déterminés par Demazure (cf. \De70\ ). Notre résultat est aussi une 
généralisation de ce théorème de Demazure. 

D'autre part, lorsque G est semi-simple adjoint, une compactification 
particulière de G est sa compactification magnifique construite par De Concini 
et Procesi. Pour cette compactification, notre résultat a été démontré par 
la même méthode, de manière indépendante par S. Kato (cf. [K]), et aussi 
annonce dans [Tch] . 

Notations 

Ici G sera un groupe réductif et connexe sur C, d'algèbre de Lie g. On 
choisira B un de ses sous-groupes de Borel et T un tore maximal de B ; 
on appellera B~ le sous-groupe de Borel opposé à B, relativement à T (i.e. 
tel que B~ n B = T). Soient & et W le système de racines et le groupe de 
Weyl de (G,T). On notera <3? + l'ensemble des racines positives, &~ celui 
des racines négatives, p la demi-somme des racines positives, et, si w G W, 
w * À := w(X + p) — p pour tout caractère À de T. Soient A la base de $ 

^Un tel revêtement existe toujours cf. |KKLVI remarque p. 67]. 
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définie par B, l la fonction longueur correspondante sur W et wq l'élément 
le plus long de W . Le rang de G, c-à-d le cardinal de A, sera noté r. 

Les variétés considérées dans ce texte seront des variétés algébriques sur <D. 

1 Rappels sur les compact ificat ions de groupes 

Après la définition générale des compatifications de groupes, on s'intéressera 
surtout aux compactifications régulières. On rappelle cette notion en ll.2l et 
aussi les données combinatoires qui caractérisent les faisceaux inversibles sur 
ces variétés. 

1.1 Définition générale 

On appelle compactification (équivariante) de G toute variété complète, nor- 
male qui contient G comme ouvert et où l'action par multiplication à gauche 
et à droite de G x G sur G se prolonge. 

* * * 

Par exemple, si G = SL(2, C) et si M(2, C) est l'espace des matrices 
d'ordre 2, la quadrique de F : 

Q:={[M:t] G F(M(2, C)) xC : detM = t 2 } 

est munie d'une action de G x G définie par : 

G x G x Q — ► Q 
{g ,gi,[M :t}) .— ► [goMg^-.t] 

Pour cette action et pour l'inclusion : 

G — ► Q 

M i — ► [M : 1] ' 

Q est une compactification lisse de G. 

* * * 

Voici un autre exemple : si G = PGL(2,C) = SL(2,C)/{±Id}, alors 
l'espace projectif P(M(2, <D)) est une compactification lisse de G. 

* * * 

D'après [B98] . dans une compactification du groupe G, tout point fixé 
par le tore maximal T x T appartient à une orbite fermée de G x G. Nous 
verrons plus loin (cf. la partie FO|) que c'est un avantage, par rapport aux 
compactifications d'autres espaces homogènes sphériques, pour déterminer 
la cohomologie des fibrés en droites. 
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1.2 Compactifications régulières 

La notion de variété régulière a été introduite par Bifet, De Concini et 
Procesi dans [ÏÏHPj . cf. aussi [BÏÏ81 §1.4] et |HH96| : 

Définition 1 On dit qu'une variété X , munie d'une action de G est régulière 

si sont vérifiées : 

1. X est lisse et a une G— orbite ouverte et dense X G dont le complémentaire 
est un diviseur à croisements normaux. On appellera diviseurs lim- 
itrophes les composantes irréductibles de X — Xq. 

2. Chaque adhérence de G— orbite est l'intersection transverse des di- 
viseurs limitrophes qui la contiennent. 

3. Six G X alors sur l'espace normal àG-x dans X , le groupe d'isotropie 
de x, agit avec une orbite dense. 

Définition 2 Les compactifications régulières de G sont les compactifica- 
tions (équivariantes) X de G qui sont régulières comme G x G— variétés. 

Exemples : 

- Les variétés toriques complètes lisses sont les compactifications régulières 
des tores. 

- La compactification Q de ll.ll est une compactification régulière. 

- Pour un groupe adjoint G (i.e. de centre trivial), De Concini et Pro- 
cesi ont construit (Cf. |DCPj ) une compactification lisse, <C canonique 3>, 
ou <C magnifique S>, G, de G ; on peut la définir comme l'unique compactifi- 
cation régulière de G avec une seule G x G— orbite fermée. L'espace projectif 
F(M(2, C)) est, par exemple, la compactification magnifique de PGL(2, C). 

* * * 

JUSQUÀ LA FIN X SERA UNE COMPACTIFICATION REGULIERE DE G. 

Avant d'énoncer le théorème principal sur les groupes de cohomologie, 
fixons les notations qui concernent X : 

1.2.1 Caractérisation combinatoire de la compactification 

On fait d'abord appel à deux réseaux en dualité : le réseau X des caractères 
de T et celui, y, des sous-groupes à un paramètre de T. On posera X]r := 

X<g>lR et y R := y OR. On notera : 

% IL 

( , } : X R x y R - R 

le crochet de dualité usuel. 
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Soit : 

C + := {^G^r : Va G A, (a,u) > 0} 
l'adhérence de la chambre de Weyl positive. 

# * # 

On va définir une subdivision de C + associée à X. 

Pour cela, soit T l'adhérence de T dans X. Sur G, la restriction de 
l'action de G x G à la diagonale de T, diag(T), est donnée par : 

y g £ G, V t G T, (t,t).g = tgt' 1 . 

Elle se prolonge à X. La variété des points fixés par le tore diagonal diag(T) 
est lisse (cf. |Iv721 prop. 1.3]) et T en est une composante irréductible. 
Pour l'action de T à gauche (i.e. pour l'action de T x {1}), T est donc une 
variété torique complète lisse ; on note £ l'éventail associé à T. Comme T 
est complète, £ est une subdivision de Mu (i.e. : M a = ^r) et comme T 

<Tg£ 

est invariant par l'action de la diagonale du groupe de Weyl : 

diag(PF) := {(w,w) : w G W} , 

£ est aussi W— invariant. Il résulte de |B981 prop. A2] que £ = WS, + où 
£ + est la subdivision de C + formée des cônes de £ contenus dans C + . De 
manière analogue au cas torique, les cônes de l'éventail £ + paramétrent des 
orbites : les G x G— orbites de X (cf. encore |B981 prop. A2]). Pour tout 
a G £ + , on désigne par z a le point-base correspondant dans T et par O a sa 
G x G— orbite. On dira que z a est le point-base de l'orbite O a . Parfois on 
notera zç, a le point z a . 

Les G x G— orbites fermées de X correspondent aux cônes de £ + de di- 
mension maximale r. Lorsque a est un tel cône, z a a pour groupe d'isotropie 
B- x B ■ d'où : 

(G x G) • z a — G/B~ x G/B 

(cf. PU prop. Al ii)]). 

Remarque : Réciproquement, toute subdivision de C + dont tous les 
cônes sont lisses (c-à-d engendrés par un début de base du réseau y) corre- 
spond à une compactification régulière de G. Par exemple, la subdivision 
triviale formée de C + et de ses faces définit la compactification magnifique 
de G (si G est adjoint). 

* * * 

On va maintenant préciser les <C objets toriques 3> correspondant aux 
faisceaux inversibles sur X. 
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1.2.2 Caractérisation combinatoire des faisceaux inversibles 

On choisit au préalable une isogénie r : G — » G telle que Pic(G) = (0) (cf. 
|Iv76j ou KKLV, prop. 4.6]). Tous les faisceaux inversibles sur X sont alors 
G x G— linéarisables. 

On notera B, B~ , T, X, ^ les ensembles correspondants à B, B~ , T, X, 
y pour G. 

Grâce à la paramétrisation des fibrés en droites sur les variétés sphériques 
de B89, §2.2], on obtient' celle des fibres en droites sur X par les fonctions 
linéaires par morceaux sur Q + , adaptées à la subdivision £ + . Il s'agit des 
applications h : C + — ► R telles que pour tout cône a de £ + et tout n G a, 
h(n) = (h a ,n), pour un certain h a G Xr. 

Théorème 1.1 ( [B89, §2.2] ) Étant donnée une fonction linéaire par morceaux 
h : C + — > R à valeurs entières sur ^ nC + et adaptée à l'éventail £ + , il existe 
un faisceau Jzf, inversible et G x G— linéarisé sur X, tel que, pour toute 
orbite fermée O a (a cône maximal de £ + ), le groupe B~ x B opère avec le 
caractère (h a , —h a ) dans la fibre ^£\ Za ■ 

A isomorphisme de faisceaux Gx G— linéarisés surX. près, S£ est unique 
et on le note : ££h. 

On obtient ainsi, à isomorphisme de G^— modules près, tous les fais- 
ceaux inversibles sur X □ 

On conservera cette notation 3? h POUR le faisceau inversible 

ET G X G— LINÉARISÉ SUR X CORRESPONDANT À LA FONCTION LINÉAIRE 
PAR MORCEAUX h. 

Remarque : D'après KKV, lemme 2.2], deux linéarisations (pour 
G x G) d'un même faisceau inversible Jz? sur X diffèrent d'un caractère de 
G x G. En conséquence, c'est à translation près par un caractère de G que 
le faisceau Jz? définit la fonction h. 

2 Description de la cohomologie des faisceaux in- 
versibles sur une compact ificat ion de groupe 

En premier lieu, on énonce le théorème principal pour une compactification 
régulière. Ensuite, on en donnera une version dans le cas particulier des 
compactifications magnifiques. 

Remarque : Si X est une compactification équivariante quelconque 
de G (i.e. seulement normale), alors, d'après [B9Ô| . il existe une compacti- 
fication régulière X de G et un morphisme propre et birationnel tt : X — s- X 
tel que : 

1) 7T,^ = Û X 2)Vi> 0, R^Û- = (0) . 

^On utilise en particulier que X admet un recouvrement par des ouverts isomorphes à 
des espaces affines et les trivialisations des fibrés en droites restreints à ces ouverts. 
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En particulier, pour tout faisceau inversible Jz? sur X, on a : H l (X,Jî?) = 
iï J (X, 7r*Jzf) pour tout i. Notre théorème 12.11 est donc valable, en toute 
généralité, pour les groupes de cohomologie des fibrés en droites sur les 
compactifications équivariantes de G. 

2.1 Cas régulier 

Soit h une fonction linéaire par morceaux sur C + , adaptée à £ + et à valeurs 
entières sur y n C + . 

Les groupes de cohomologie -£P(X,Jzf/J sont des modules de dimension 
finie sous le groupe G x G. Ils se décomposent donc en somme directe de 
représentations irréductibles. Notons X + (respectivement X + ) l'ensemble 
des caractères dominants de X (respectivement de X). Pour chaque \i G X + , 
soit L(/jl) le G— module simple de plus haut poids //. Les seuls modules 
simples apparaissant dans la décomposition des groupes de cohomologie 
JT(X,JSf A ) sont les 

End(L(/x)) = L(fi) ® L(-wofi), [i G X + . 

Nous allons exprimer leurs multiplicités au moyen des ensembles : 

V(h,X) := {n G C+ : (A,n) - h(n) > 0} 

où A G X]r. Pour abréger, on note h + X l'ensemble des caractères fi G Xja 
tels que fi — h^- G X pour tout cône maximal a de £ + . On pose aussi 

J t := {a G A : t _1 (a) < 0} 

et, pour chaque a G A, 

a x := {n G 6+ : (o,n) = 0} . 

On utilisera la notation H* ( , ) pour les groupes de cohomologie relative 
de parties de Va à valeurs dans R (cf. par exemple |Spa[ cha. 5, sec. 4, 
ex.5]). 

Cela étant posé : 

Théorème 2.1 On a un isomorphisme de G x G— modules : 
fT(X,J^)~ mU/i)End(L(^)) 

où pour tout poids entier dominant \x et tout entier i, la multiplicité m l h (fx) 
est égale à : 

Y, dimip- 2 ^- 1 I V(h, t * n), V(h, t * n (J a x ] 

+ dimF i (e + ,F(/i,/i)) 
si fi h + jC et ml(//) = sinon. 
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Afin d'illustrer cette formule compliquée, voici quelques remarques et 
exemples : 

1. — Avec un G choisi de sorte que pour tout fi 6 X et pour toute coracine 

a v , on ait : (fx, a v ) G Z, la condition \i G h + X s'écrit : 

VneynC + , (jj,,n)-h(n) GZ . 

2. — Lorsque G = T, on a dans ce cas : 

t^ = {i}, A = 0et e+ = y R . 

On retrouve le résultat de Demazure (cf. par exemple jD88, th. 2.6]) 

mi(fi) =dïmH i ()) u ,V(h,fi)) . 

Toutefois, ce résultat est en fait utilisé dans la démonstration (cf. la 
section 15. 4|) . 

3. — Lorsque i = 0, on obtient tout de suite : 



m° h (fi) 



1 si pour tout n G C + , {fj,, n) < h(n) et si [i G h + X 
sinon . 



C'est un résultat déjà connu (cf. par exemple |Bi90| th. du §3.4]). 

5. — Soit X(8, + ) la variété torique associée à l'éventail £ + . C'est un ouvert 
de T et, lorsque i = 0, 1, ou 2, on obtient : 



r40u) = dim [H i (X(£ + ),JZ> h : 



la dimension de l'espace propre associé au caractère ji. 



5. — On va maintenant voir un exemple de calcul où l'on trouve une multi- 
plicité > 1. Lorsque G = PGL(3, C), et G = SL(3, C), les groupes de 
cohomologie des fibrés en droites sur la compactification magnifique 
G sont des représentations de SL(3, C) x SL(3, C) sans multiplicité 
(c-à-d que leurs multiplicités sont ou 1), cf. la remarque 4 p. El Ce 
n'est plus le cas pour les compactifications générales du même groupe. 

Soient a, f3 les éléments de la base A. On note {w^, u>^} la base duale 
de {a, P} dans y. 
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Soit X l'éclaté de la compactification magnifique de G le long de son 
unique G x G— orbite fermée. C'est aussi la compactification régulière 
de G associée à la subdivision suivante de la chambre de Weyl positive 

où : 
et : 

a /3 :=R + (^ + ^)+R + ^ . 




Figure 1: L'éventail £ + 



Soit h la fonction définie par : 



h{n) 



((3 — 2a, n) si n G a a 
(a — 2/3, n) si n G a 13 



(il n'y a pas d'ambiguité). Notons Sâ^ le faisceau inversible correspon- 
dant sur X. 

On va montrer que la multiplicité de la représentation triviale End(L(0)) 
dans H 3 (X,^ h ) vaut 2. 

On remarque d'abord que le caractère Oe/i + 1 Ensuite, puisque si 
t G W : 

3 - 2l(t) - 1 > <^ l(t) < 1 , 



10 



on a d'après le même théorème : 

m 3 h (0)= dim #° ( V(h,t *0),V(h,t * 0) n (J ô 1 

*e{s a ,s/3} \ SeJt 

+ dïmH 3 (e + ,V{h,0)) . 

Or, d'une part : 

V(h,0) = {n G C+ : h(n) < 0} 

= {n a ujl+n^ : {n a ,np) EU 2 + \ {(0,0)}} 

donc : H 3 (e+,V(h,0)) = (0). 
D'autre part, on montre que : 

V(h, s a * 0) = {n G 6+ : -(a, n) - h{n) > 0} 
= jn Q u;^ +npu$ : (n a ,np) G R+ \ {(x,x) : x > 0}} 

et : 

s a * 0) n a- 1 = R+u^ . 

D'où : 

H°(V(h, s a *0), V{h, s a * 0) n a x ) 
= F°(R+ x R% {0} x R;) © H°(K* + x R+, 0) = R . 

On montre de même, que : 

V(h, sp * 0) = \n a u w a + npup : (n a , np) G R+ \ {(x, x) : x > 0}} 
et que : 

V(h, sp * 0) n (i 1 - = B* + u a . 

Donc : H°(V(h, sp*0), V{h, sp * 0) n j3 L ) = R . 

On a ainsi : m|(0) = 2. Q.e.d. 



11 



2.2 Cas de la compactification magnifique 



Soit G a d le groupe adjoint de G (le quotient de G par son centre) et G a d sa 
compactification magnifique (cf. la section IT^|) . On peut prendre pour G a d 
le revêtement universel de G a d- Les faisceaux inversibles sur G a d sont alors 
simplement donnés par un poids entier A G X. Soit z l'unique point fixe de 
G a d pour B x B et pour chaque A G X, soit «2a le faisceau inversible et 
G a d x G a d~ linéarisé sur G a d tel que le groupe B~ x B opère dans la fibre 
£â\ z avec le caractère (A, —A). 

On note aussi Q := J2aeA ^ a I e réseau radiciel et pour chaque t G W, 
Qt ■= {EaeA 7a« G Q : 7« > & * -1 (a) < 0} . 

On a : 

Théorème 2.2 Comme G a d x G a d~ m °dules, pour tout i > : 
iT(G^,.£f;0= m\(/x)End(L( M )) 

avec chaque multiplicité m\(fi) valant le nombre de t ÇiW tels qu'à la fois 
2l(t) + \J t \ = i ett* fie X + Q t . 

* * * 

Ce théorème 12.21 est un cas particulier du théorème 12.11 comme nous 
allons le voir tout de suite. On remarque d'abord que, dans ce cas, h est 
simplement un caractère A de X. Soit fi G X + . On a alors : 

V(X, fi) = {n G 6+ : {fi,n) - (A,n) > 0} . 

La condition /x G h + X du théorème signifie que fi — A G X. 

On fixe ensuite i/£Ï. Soit V := {n G C + : (v, n) > 0}. On va montrer 
(et cela suffira) que, pour tout j > et tout t £ W \ {1} : 

H j (V, Vf] |J a- 1 ) = R si j = \ J t \ - 1 et si v G Q t 

a&Jt 

et que H\V, V n [J a ) = (0) dans tous les autres cas. 

aGJt 

Comme cela est vrai lorsque V = 0, on va maintenant supposer que V 
n'est pas vide. 

Puisque V est convexe, on a, pour tout j : 

W(v,vn |J a ± ) = # J '- 1 (i / n (J a x ) 

où H*( ) désigne la cohomologie réduite (cf. par exemple |Spal Chap. 5, sec 
4, §2]). 



12 



Avec la base duale {w^ : a G A} de A dans y, on définit une fonction : 
V ■ 



e+ — ► r£ 

n = E«5eA n 5^s 1 — * T,S€J t n 8^s 



Cette application p est continue et on s'aperçoit que, restreinte à V fl 
Uag Ji a± > ses fibres sont convexes : 

Vn° G ŒtJ, {rael^n (J a 1 : p(n) = n } 

aGJt 

= ou {n = n 1 +n° : n 1 G rJ Ut et (^n 1 ) > -(v,n )} . 

On en déduit grâce à une suite spectrale de Leray (cf. |Gol chap. II, 
théorème 4.17.1]) que : 

ë'-^vn U Q ± ) = # J ^ 1 (p(yn y a- 1 -)) 

pour tout j. 

Mais, si on note dM,+ le bord de R+ , sont vérifiées : 
p(V n U a x ) = {n G R+* n y a x : 3 n 1 G Rj Ui , (u, n) + (u, n 1 ) > 0} 

= K+Jt ni U a" 1 \ {n G R+ É n |J a 1 : (i/,n) < - sup (^n 1 )} 

= fllUf ou dR^ \ {n G ÔR^ : (i/, n) < 0} . 
Donc p(y n UagJt a± ) es ^ un es P ace contractile sauf s'il est de la forme : 

(o) on* \ {0} . 

Dans ce cas, p(V n U Q ej t a± ) es * homéomorphe à R^'l -1 \ {0} et : 



&- x (VC[ U a J 



si j - 1 ^ |^| - 2 
| R si j - 1 = jjjj-2 

(cf. par exemple |Spa[ chap. 4, théorème 6]). 

On est dans cette situation (O) si et seulement si : 

{n G dR$ : (u, n) < 0} = {0} 

et on vérifie que c'est équivalent à : u G Qt ■ 

Finalement, pour tout t G W \ {1}, tout i > et tous A,//, on retrouve 
que : 

fr- M W- 1 (V(A,t*M),^(A,t*M)n U a x ) = R 

«eJ t 
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si i = 2l(t) + | Jt\ et t * [i G À + Qt et que dans tous les autres cas : 
H i - 2l ^- 1 (V{X,t*n),V(X,t* f i)n \J a ± ) = (0) . 

a£Jt 

Q.e.d. 

Remarques et exemples : 

1. — Pour tout poids entier dominant /i et tout faisceau inversible sur 

G a d, la multiplicité du G x G— module 

i>0 

selon End(L( / u)) est majorée par l'ordre de W. 

2. — Quel que soit le poids entier dominant p, l'ensemble des degrés i en 

lesquels H l (G a d, J?) a une multiplicité non nulle selon End(L( / u)), pour 
au moins un faisceau inversible «S? est exactement : 

{2l{t) + \J t \ : t G W] . 

On en déduit, par exemple, que si i = 1, 2, ou 4, alors : 

lP(G~i,Sf x ) = (0) 
pour tout groupe G et tout caractère A. 

3. — Soit {uj a : a G A} la base des poids fondamentaux. Posons pour toute 

partie J de A : 

Pj := < ^2 Pa^a '■ V a, p a G % et \p a < — 1 44> a G J] 

Qj := < ^ g a Q : V a, q a G Z et [q a > 44> a G J] 

Avec ces notations, si /x est dominant, la bijection w w * fj, de W 
sur VF * fi induit une bijection : 

{tew ■. t*fieX + Q t }^ [J {v eW * nn(\ + Qj) n Pj} . 

JÇA 

Si v est un poids entier tel que v + p est régulier, alors on note u + 
l'unique poids dominant de W * v. On déduit de la bijection ci-dessus 
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que l'ensemble des poids entiers v tels que End(L(i^ + )) apparaisse dans 
la décomposition de la représentation : 

est exactement l'ensemble : 

U (A + Qj) n Pj . 

JCA 

4. — On obtient aussi que, pour tous les groupes adjoints G de rang 2, les 

multiplicités m\(pL) sont ou 1. 

En effet, soit A := {a, (3} ; soient 101,102 G W vérifiant : 

j Wj * n G A + Q Wj 
y 2l(wj) + \ J W .\ = i 

pour j = 1, 2 et un < i < dimG (si i = ou dimG, on sait déjà que 
les multiplicités m l x (fi) sont ou 1). 

On a alors J Wj = {a} ou {(3}. Si J m = J W2 , alors i(ioi) = £(102)- On 
vérifie que cela entraîne : 10 1 = 102. 

Si J W1 J W2) alors on a : 

A + Q {a } n P w ^ et A + Q m n P {/3} ^ . 
Mais cela est impossible pour chacun des systèmes A% X Ai, A2, B2, (?2- 

5. — On déduit aussi de la formule du théorème 12.21 que pour tout G et 

tout caractère A G X, les représentations H 3 (G a d, sont sans mul- 
tiplicité. En effet, on a : 

2/(io) + \ J W \ = 3«]a£ A, 10 = s a . 

De plus, si fj, G X + , A G X et a, j3 G A, alors : 

Sa* l 1 G A + Q Sq et S/3 * /i G A + Qsp =^s a *fi-s l 3*fj,eQ a -Q l 3 (**) . 
Mais comme : s a * [i — sp * = — ((/i, a v ) + 1) a + ((/i, /3 V ) + 1) /? et 

<0 >0 

puisque : Q a — Qp Ç Z>oa — Z>o/? + Z(A \ {a, /?}), il faut que a = f3 
pour que la condition (**) soit vérifiée. 

6. — Les multiplicités m\(/i) peuvent néanmoins être différentes de ou 1 

: si par exemple, G = PSO(8, C) (c'est le type ZA4), on peut montrer 
à l'aide de 3. — que pour i = 5 : 

V/i G X + , 3 A G X, m|(/i) = 3 . 
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7. — Contrairement au cas du théorème de Borel-Weil-Bott, il peut arriver 
arriver que m\(fj,) > pour plus d'un degré % (A et fi étant fixés). Par 
exemple, lorsque G est le groupe adjoint de type -F4, on obtient grâce 
au théorème 12.21 qu'il existe une infinité de caractères À G X tels que 
m^°(0) > et mj^(O) > 0. 

# * # 

Maintenant, on va démontrer le théorème 12.11 

On aura besoin de g, l'algèbre de Lie de G. On notera aussi U(q) son 
algèbre enveloppante. 

On procède en trois grandes étapes. On commencera dans la section qui 
suit par rappeler la définition des groupes de cohomologie à support et le 
complexe de Grothendieck-Cousin ; ceux-là apparaissant dans celui-ci. Dans 
le contexte du fibré en droites Sâ^ sur la compactification X, ce complexe a un 
double intérêt. Non seulement son homologie est exactement la cohomologie 
ff*(X, JSf/i) mais, ses termes, qui sont des groupes de cohomologie à support, 
sont aussi des représentations de g x q dont on peut décrire précisément les 
sous-quotients simples de dimension finie, avec leurs multiplicités. On va 
étudier ces groupes de cohomologie au cours de la deuxième étape. Pour 
cela, on ne perdra rien en se plaçant dans le cadre plus général des variétés 
régulières. Grâce à cette étude, on pourra en la dernière étape éliminer 
la plupart des termes du complexe de Grothendieck-Cousin. Pour ceux 
qui resteront, on se ramènera d'abord à la détermination de groupes de 
cohomologie à support dans des variétés qui sont <C presque des espaces 
affines ^>. Enfin pour conclure, on réduira tout à un calcul dans le contexte 
torique. 

3 Cohomologie à support 

Avec la définition des groupes de cohomologie à support, on redonne un 
résultat d'annulation qu'on utilisera souvent. 

3.1 Définition et théorème d'annulation 

Soient X un espace topologique et Z2 Ç Z\ Ç X deux fermés de X. Soit 
un faiseau abélien sur X. 

Définition 3 On note T Zl / Z2 ($) le quotient de groupes abéliens : 

{o-e^X) : a\ X \ Zl =0}/{a€V(X) : <j\ x \z 2 =0} . 

On appelle alors <C i—ème groupe de cohomologie de 7 à support dans Z1/Z2 
et on note iï^/^GF), le i—ème groupe dérivé à droite du joncteur : 
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Si Z est seulement localement fermé dans X, on définit : H % z {$) := H^^^ z (3). 

Cette notion généralise celle de cohomologie <C tout court S>, en effet : 
Wxffl = H l {X,-J). À l'opposé, pour tout i : H^) = H l z/Z (?) = (0). 
Dans le contexte des variétés on a : 

Théorème 3.1 ([Ke78, th. 9.5 et 9.6]) Soit X une variété lisse et irréductible, 
Z une sous-variété affine de X , lisse et irréductible. Alors, pour tout fais- 
ceau 3~ cohérent et localement libre sur X, on a : 

V» + codim(Z,X), H z (3) = (0) . 

Remarque : La condition <C sous- variété affine, lisse et irréductible^» 
est par exemple vérifiée par les B— orbites de X, pour un groupe connexe et 
résoluble B qui opère sur X. 

* # * 

Rappelons aussi que pour une G— variété X, pour une sous-variété quel- 
conque Z de X et pour un faisceau G— linéarisé sur X, G. Kempf a montré 
que les groupes de cohomologie H Z {"J) sont naturellement des g— modules 
{cf. |Kë78l 11.1, 11.3, 11.6]). 

3.2 Théorème de Grothendieck-Cousin 

Ce théorème met en lumière le rôle de la cohomologie à support. 

Théorème 3.2 ([MuRj,[Boz],|Ke78j,[Ha66j) Soit X un espace topologique. 
Soit X D Zq D Z\ D . . . D Z n ^ Z n+ \ = une filtration de X par des sous- 
espaces fermés. 

a) Pour tout faisceau 3~ abélien sur X, on a un complexe, le <C complexe 
de Grothendieck-Cousin ^> : 

-, H Zo/Zi (?) £ B\ llz p) £ . . . ^ HIP)^ . 

b) Si de plus la condition suivante est vérifiée : 

Vp, Vg^O, F|+; Xp+i (?) = (0) (*) , 

alors pour tout i > 0, H Zq (X, GF) est le i-ème groupe d'homologie du 
complexe : 

- H Zo/Zl (?) £ B\ ilz p) £ ... HIP) S . 



17 



* * * 

D'après le théorème 1.3.11 la condition (*) est vérifiée quand les trois 
suivantes sont remplies : 

• X est une variété algébrique lisse et irréductible, 

• £F est un faisceau cohérent et localement libre sur X, 

• pour tout p > 0, la sous-variété Z p \ Z p+ \ est vide, ou est lisse et de 
codimension pure ' = p dans X. 



* * * 

Appliquons ce théorème au faisceau inversible Jzf^ et à la compactification 
régulière X. On a donc besoin d'une filtration de X par des fermés. Notons 
Z p la réunion des B x B~— orbites de X de codimension > p (p est un entier 
positif). On considérera la filtration : 

X = Z 2 Z l . . . D . . . 

Puisque la variété X n'a qu'un nombre fini de B x B~ — orbites (cf. B98, 
§2.1]) et que l'adhérence d'une orbite est une union d'orbites de codimension 
plus grande, pour tout p > 0, les Z p sont des fermés. 

* * * 

On va analyser le complexe de Grothendieck-Cousin qui apparaît : 

-> Hzo/zA-^h) -> H Z 1 /Z 2 (^'h) -> ■■■ 

C'est un complexe de g x g— modules dont le p— ième terme est : 

H k/z v J^) = H P z P -z p+1 (^k) = ©AS(J%) , 

n 

cette somme se faisant sur les B x B~ — orbites Q de X de codimension p. 
De plus, comme le faisceau Jzf^ est G x G— linéarisé sur X, pour toutes les 
B x !? - orbites O de X, l'action de l'algèbre de Lie de B x B~ s'intègre en 
une action (rationnelle) du groupe B x B~ . On dit que les groupes Hf l (Jf} l ) 
sont des g x g - B x iF-modules (cf. [Kë78l pp. 373, 374, 384]). Pour les 
étudier, on va en donner des filtrations. C'est l'objet de la partie qui suit. 

' c-à-d que toutes les composantes irréductibles ont la même codimension. 
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4 Filtration des groupes de cohomologie à support 



Dans toute cette partie, X sera une variété complète et régulière (pour le 
groupe G). 

Soit L un fibre en droites G— linéarisé sur X. On va filtrer les groupes 
de cohomologie de L à support dans une B— orbite Q de X. Notre but 
est d'obtenir, comme gradués associés des g— modules très particuliers : des 
groupes de cohomologie de nbrés en droites sur un espace homogène G/H et 
à support dans une B— orbite BH/H, avec un sous-groupe H de G contenant 
T. Pour ces groupes de cohomologie, le support BH/H est un espace affine 
et on peut calculer leur caractère comme T— modules. De plus, lorsque G/H 
est une variété projective (c-à-d une variété de drapeaux), ces modules sont 
des représentations familières de g : des modules de Verma généralisés. 

En fait, on ne s'attaque pas directement aux groupes de cohomologie 
à support dans les B— orbites. On étudiera d'abord la cohomologie à sup- 
port dans les cellules de Bialynicki-Birula (dont on rappelle la définition 
ci-dessous) : pour obtenir les filtrations voulues, c'est plus commode. En- 
suite, on passera au cas où le support est une B— orbite. Enfin, on verra 
qu'on aboutit au cas évoqué ci-dessus, avec G/H projective, lorsque tous 
les T— points fixes de X sont dans une G— orbite fermée (comme on l'a vu, 
cette dernière condition est satisfaite par la compactification régulière X). 

4.1 Les cellules et les orbites des variétés régulières 

Dans les variétés régulières, les cellules de Bialynicki-Birula jouent un rôle 
remarquable ; elles permettent notamment de paramétrer les -B— orbites et, 
on les utilisera aussi pour les filtrations de groupes de cohomologie à support. 

* # * 

L'ensemble des points fixes de T dans X est fini. Notons le X T . Il existe 
un sous- groupe à un paramètre Q (de T), dominant {c-à-d tel que pour tout 
a G A, (a, C) > 0) et dont les points fixes, dans X, sont aussi fixés par T 
(cf. par exemple |BB73| lemme 2.3]). 

Fixons pour toute cette partie un tel Ç. 

Pour chaque x G X T , la cellule de Bialynicki-Birula 

X(x) := {y G X : lim Ç(a).y = x} 

est une sous- variété de X, isomorphe à un sous— T— module de T X X, l'espace 
tangent à X en x (cf. BB73 ). Si Z est une sous- variété fermée et G— invariante 
de X, on notera Z(x) := X(x) R Z la cellule de Bialynicki-Birula de Z as- 
sociée à x et à C- Ces sous-variétés X(x) (et Z(x)) sont B— invariantes car, 
pour tout b G B, la limite 

limÇ^baa- 1 ) 
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existe et appartient à T. Désormais, on appellera simplement cellules les 
cellules de Bialynicki-Birula associées aux points de X T et à £. 

* * * 

On peut retrouver les B— orbites de X grâce aux cellules. En effet, 
d'après |BL| §2.1 p. 219 et pro. du §2.3], d'une part l'intersection d'une 
cellule et d'une G— orbite de X est soit vide soit une B— orbite ; d'autre 
part, on obtient ainsi toutes les B— orbites de X. 

4.2 Filtration de la cohomologie à support dans les cellules 

Soit T) l'ensemble des diviseurs limitrophes de X (ce sont les composantes 
irréductibles de X \ Xq, cf. la définition^ p. EJ). Soit x € X T . Pour 
étudier les groupes de cohomologie à support dans les cellules, notre méthode 
consiste à filtrer selon l'ordre d'annulation le long des diviseurs limitrophes. 
Et, pour se ramener à de la cohomologie sur G ■ x et à support dans B ■ x, 
on utilisera notamment que : X(x) H G ■ x = B ■ x. 

Soit Z une sous- variété fermée, G— invariante et irréductible, de G.X{x) 
qui contient x. On notera z{x) la codimension de la cellule Z{x) dans 
X et b(x) celle de l'orbite B ■ x dans l'orbite G ■ x. D'après le théorème 
13.11 pour tout faisceau M localement libre et de rang fini sur X, on a : 
H^f x \(M.) = (0) si i 7^ z(x). Le théorème suivant concerne le groupe de 

cohomologie à support H^\(M,). 

Théorème 4.1 Soit M un faisceau cohérent, localement libre et G— linéarisé 
sur X. Pour tous m > —1, n > 0, on note M™ le faisceau ^J^M(-E') où E 

E 

décrit l'ensemble des diviseurs de la forme : 

(m D + 1)D- Y, n D D 

ZQD x£D,Z1D 

avec des entiers mD,nD > vérifiant : J2D m D = m et J2D n D = n. 
Alors, avec ces notations, on a une filtration de Q — modules : 

<Ï)(^)= U F n, 
m>-l,n>0 

décroissante selon l'indice n, telle que, pour tous m,n >0, on ait : F^ 1 = 
(0) , Q F™ = Fq 1 ~ et dont les quotients successifs sont : 

n>0 

K/KXi = H h i x) x\ G . x ) ■ 

Remarques : 
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1. — Dans la suite, on appliquera ce théorème à des faisceaux inversibles 

sur X. 

2. — Si on supprime l'hypothèse <C G— linéarisé S>, on perd seulement le 

caractère g— équivariant de la filtration. 

3. — On a noté pour tout diviseur D de X, M(-D) le faisceau M <S> Ô'x(D). 

X 

Démonstration : Pour tout schéma X' , le signe v symbolisera le dual 
des @x'— modules. On emploiera aussi les notations suivantes : pour tous 
fermés Z\ Ç Z2 de X, 

• ^z 1 /z 2 I e faisceau d'idéaux de définition de Z\ dans Z2 (et parfois, pour 
abréger : 3 Zl := 3 Zl /x) ; 

• ^Zx/z 2 := i^Zx/Zi/^Zx/Zi) ^ e f a i sceau normal de Z\ par rapport à Z2 
(cf. |ÏÏ5571 déf. du §8.19]) ; 

• LJ z 1 /z 2 := /\ z ' 2 ~ Zl 'Nz 1 /Z2 ^ e faisceau canonique de Z\ par rapport à Z2, 
lorsque Z\ et Z2 sont lisses et irréductibles, de dimensions respectives 
zi et z 2 (cf. )Ha66l déf. b) p. 141]). 

On notera enfin S p la puissance symétrique p— ième. 



Remarquons pour commencer que, d'après [B98, th. du §1.4, ii)], G.Z(x) = 
Z et que, d'après [BB96, début du §2.4], on a des décompositions en fais- 
ceaux inversibles : 

^z,x\— x = ®x(D)\— x 

DeD,DDZ 



^g- x /z\ô^= ffx{D)\ 



G-x 



DES 




u z /x\g^ - 

1.— Cas où Z = X 

On a alors : M^Itt— = M <8> S n, N^—,„. On va filtrer selon l'ordre 

">'Lr-X G-X/X 

d'annulation le long de G ■ x : on remarque, effectivement, que : M = 
|J M® d'où : 

n>0 

^g(M) = lim^g(M ®^) . 

n>0 X 
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On va voir que cette limite directe est en fait une réunion (croissante) et on 
va en déterminer les quotients successifs. Pour tout n > 0, on a une suite 
exacte courte : 



— >• M E±î — > M ► M ® S n N)^ /v -> 

d'où l'on dérive une suite exacte : 

(*) 0^2£g(M®3jg)-> 

En effet, comme Z(x) est une sous-variété affine et lisse de X, d'une 
part, on déduit du théorème 13.11 que pour i ^ z(x), H Z ^ÇM J^jr) = (0) 
et, d'autre part, comme Z(x) et G ■ x se coupent proprement dans Z = X 
( cf. |B98l ii) du th. du §1.4]), avec Z(x) n G ■ x = B ■ x, et est 

localement libre sur G • x, on a de même : 

Vi^z(x), His {x) (M®S n ^ /x ) = Hl x (M®S n N^ /x ) = (0) . 

Pour terminer, en se servant de (*), il ne reste plus qu'à poser : F® := 
^zù)^- ® pour n > 0. On vérifie aussi que : 



n<5(M®^) = (o) . 



n>0 



En effet, on peut majorer les caractères des groupes de cohomologie à sup- 
port dans une cellule. On montre ainsi que les poids du tore T dans le 
T— module H^l (M ^%^) se décalent quand n croît et que chacun finit 
par disparaître quand n tend vers l'infini (cf. jU th. II. 3. 2]). 



* * * 



2. — On se ramène au cas de l'étape précédente 

D'après BB96, pro.2.5], la variété Z (comme toute adhérence de G— orbite) 
est encore régulière. Notons z sa codimension dans X. 

Puisque Z(x) Ç Z, grâce à |U67l th. 2.8] et à |Kë78l lem. 8.5.d)], on a : 

fl^gÇM) = lim H z z ^~ z (Ext^ x (^/^,M)) . 

m>0 

Cette limite directe est encore une réunion croissante. En effet, on tire de 
la suite exacte courte : 

o - s m ys z/x - @xPT l -» exffi -» o 
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une autre suite exacte de faisceaux : 

- Ext^ (0 X /J%, M) - Ext 2 ^ (ÔxP™ +1 ,M) - Ext 2 ^ (S m K z/x ,M) - 0. 

Or, puisque le faisceau S m J^ z , x es ^ localement libre sur Z, on a, d'après 
fHâfiFil pro. III.7.2] : 

Ext^ (S m X z/x , M) = u; z/x <g> S m K z/x ® M 

qui est un faisceau localement libre sur Z. 

Donc, en posant F m := H z ^ z (Ext^„ (Ûy/Of, M)) , on obtient une 

filtration croissante iï^f s(M) = [J -F m de quotients succesifs : 

m>0 

F m+l /jP m = H' z ffi z (u z/X &> S^/x ® M) . 

On peut alors appliquer la 1ère étape à la variété régulière Z et au faisceau 
localement libre : uj z /x <g) S m Ji z i x ® M. On trouve pour tout m > — 1, une 
filtration décroissante F m+1 /F m = \J n>0 F™. Puisque = ui z / x ® 

S m N z/x ®M®S n N^ /z ,ona: 

Vm,n,F™/F^ +1 = H b W(MZ\ G . x ) . 



On conclut la démonstration en prenant pour F™ le relevé de ~F"^ dans 

F m+1 ( m > _!) 

Q.e.d. 



* * * 

Soit une S— orbite de X, et 5 sa codimension. On va maintenant 
exprimer les groupes de cohomologie à support dans f2 à l'aide de groupes 
de cohomologie à support dans une certaine cellule. Pour cela, on va utiliser 
que l'orbite Q est l'intersection de la G— orbite G. fi et d'une cellule X(x). 
Ici, le point x est la limite lim C( a )-V pour un y quelconque de Q (cette limite 

a— >0 

est indépendante du y choisi). 

Notons Zç\ l'adhérence de la G— orbite G.Q et D la somme des diviseurs 
limitrophes contenant x mais non $7. Dans le théorème précédent, on a 
étudié les groupes H b z ^ x ^{JA) pour un faisceau localement libre M sur X. 
Ils apparaissent dans la filtration de la proposition suivante : 

Proposition 4.2 SoitJA un faisceau cohérent, localement libre et G— linéarisé 
sur X. 

Alors, on a une filtration croissante de q— modules : 
H b Q (M) = U H b Zn{x) (M(kD)) . 

k>0 
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Démonstration : 

Puisque G. £1 = Zq \ D, on a : G. $7 = Zq(x) (1 (X \ D). Or si on note 
j : X \ D ^ X l'inclusion canonique, on a : 



KmM(kD) = j*M 

k>0 



X \ D 



Or, j est un morphisme affine (il suffit de le vérifier pour chaque diviseur 
limitrophe, qui est lisse) ; d'où : 

H b n (M) = H b rHZn(x)) (M\ x \ D ) = H b Zn{x) {jM\x\ D ) = ]imH b Zn{x) (M(kD)). 

k>0 

En outre, les morphismes : 

H b Zn{x) (M(kD)) - H b Zn{x) (M((k + 1)D)) 

sont injectifs pour tout k > (car chaque composante irréductible de D 
coupe proprement Zq(x) dans Zq). 

Par conséquent, on a la filtration voulue. Q.e.d. 



4.3 Suites de composition 

Soit J*f un faisceau G— linéarisé sur X. On suppose encore que il est une 
B— orbite de codimension b dans X. En général, les g— modules Hq(J£) ne 
sont pas de type fini. Néanmoins, ils admettent parfois une décomposition 
naturelle en somme directe de g— modules de longueur finie. C'est ce que 
nous allons maintenant étudier. 

Soit Z(g)' l'ensemble des caractères centraux du centre Z(q) de U(q). 
Rappelons (cf. |Dil §7.8.15]) que si M est un g— module et si % £ ^(fl)'; on 
peut définir, par récurrence, une suite croissante de sous-g— modules de M 
en posant : 

M° := (0), Vn > 0, M™ := {m G M : Vz € Z(g), z.m-x(z)m £ M™ -1 } . 
On appelle la réunion croissante M x := [J M™ l'espace propre généralisé 

n>0 

de poids x de M. Remarquons que les M x sont en somme directe lorsque % 
décrit Z(q)'. 

On reprend ici les notations du paragraphe 11.2.21 sur G,B, etc. On sup- 
posera dans cette partie que est un faisceau G— linéarisé. 

Pour chaque caractère central x considérons l'espace propre généralisé 

Suivant [KëTOl pp. 373, 374, 384], les groupes B\(££) sont des g - 
B— modules ; c-à-d que l'action de l'algèbre de Lie de B (par retriction de 
celle de G) <C s'intègre ^> en une action rationnelle de B. D'après |Di[ 
§7.8.15] (cf. aussi jH annexe Cl]), il s'ensuit : 
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Lemme 4.3 Comme q— modules : 

hU^) = (hU^)) x □ 

On va montrer (proposition 14.6)1 que les espaces propres généralisés 
(-ffo(-èf)) sont des g— modules de longueur finie lorsque le point x fixé 

par T et associé à la B— orbite f2 {c-à-d l'unique x tel que SI = G.Çl H -AT(a;)) 
appartient à une G— orbite fermée de X. Ce genre d'orbites fi présente 
un avantage : dans les filtrations des groupes Hq(J^) obtenues à la section 
précédente, ce sont des groupes de cohomologie de faisceaux sur l'orbite G-x 
qui interviennent comme quotients successifs, et cette orbite est une variété 
de drapeaux. Ces groupes de cohomologie sont, dans ce cas, des g— modules 
qui ont un caractère central connu, c'est ce que l'on rappelle, entre autres, 
dans la section qui suit. Par conséquent, en fixant un caractère central x, 
on obtiendra, grâce au théorème et à la proposition 14.11 et 14.21 une filtration 
explicite de l'espace propre généralisé correspondant : ^i^(Jzf)^ . Cette 

filtration se trouvera être une suite de composition finie (cf. la proposition 

Mais d'abord rappelons quelques g — B— modules particuliers : 
4.3.1 Les modules de Verma généralisés 

Soit Q un sous-groupe parabolique de G contenant B~ . Si L D T est le 
sous-groupe de Levi correspondant, de racines postives on notera 

W Q : = {w G W : VoG^, w(a) > 0} . 

Ainsi, les B— orbites de la variété de drapeaux G/Q sont les : 

BwQ/Q : w£W Q . 

Remarque : Pour tout w S W®, l(w) est la codimension de BwQ/Q 
dans G/Q. 

D'un autre côté, tout caractère A de Q détermine un unique faisceau ££ , 
inversible et G— linéarisé sur la variété G/Q (c'est celui pour lequel Q opère 
via A dans la fibre Jzf q/q). Nous le noterons ^g/q{^)- Le lemme suiv- 
ant décrit les groupes de cohomologie à support -^B^Q/^-^b/Q^)) comme 
g— modules. 

Pour l'énoncer, notons, pour tout caractère A G X, x\ le caractère central 
avec lequel le centre Z(q) opère dans tous les g— modules engendrés par un 
vecteur de plus haut poids A (cf. [DU pro. 7.4.4]). 

Théorème 4.4 ([Br, §3, pro. 3] et [BB82, pro. 3.5]) Pour tout caractère 
A de Q, le g — B— module 

H BwQ/q(^g/q(>)) 
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• admet x\ comme caractère central ; 

• a une suite de Jordan- H ôlder (finie) ; 

• a w * À comme plus haut poids. 

Définition 4 On notera Mq(X) le g— module H 1 ^q,q(S^q/q(X)). 

Remarque : Il résulte du théorème 14.41 que le g— module Mq(X) a un 
G— module comme sous-quotient simple si et seulement si w*\ est dominant. 
De plus dans ce cas, le seul sous-quotient simple qui est un G— module est 
L(w * À) et sa multiplicité est 1. 

Si Q = B~, M^_(A) est le module de Verma tu-tordu M W (X) de plus 
haut poids w * À défini dans |FF| §2.2]. 



4.3.2 Quand le support est une orbite de rang maximal 

La notion d'orbites de rang maximal est définie par exemple dans |Bf)H §3]. 
En fait, ce sont exactement les B— orbites O de X telles que la G— orbite 
G ■ x du point limite : 

x = lira ((a). y (VyGil) 

a— ^0 

est fermée dans X (cf. \B01\ §3, th. 3]). 

On suppose dans ce paragraphe que £1 est une B— orbite de rang maximal. 

Précisons quelques notations supplémentaires avant d'énoncer et de démontrer 
notre résultat sur les suites de composition des g— modules [Hk (££)] ■ 

Soit Q le sous-groupe parabolique de G contenant B~ associé à X : 
c'est le sous-groupe parabolique opposé à P, le stabilisateur de la B— orbite 
ouverte de X ; de plus, toutes les G— orbites fermées de X sont isomorphes 
à G/Q {cf. |MH9fil §2.2] et [B98l §1.4]). Puisque le point x := lim^o dfl)-V 
(pour tout y G SI) est dans une G— orbite fermée de X, il existe un unique 
W Q tel que w.x soit un point fixe de Q (dans X). Notons wjj ce w et 
zçi ce point wq.x. Les faisceaux inversibles sur X sont déterminés par leur 
restriction aux orbites fermées de X et donc par leurs fibres en les points 
fixes de Q dans X. Pour tout faisceau inversible et G— linéarisé sur X, J?, 
soit pq(Jz?) le caractère avec lequel le groupe Q opère dans la fibre ^\ Zn ■ 

Avec ces notations, il est immédiat que : 

Lemme 4.5 D'une part : 

b(x) := codim(S • x, G ■ x) = codim(B wqQ / Q , G/Q) = 1(wq) 

et d'autre part, pour tout faisceau inversible et G— linéarisé sur X, on a 
l'isomorphisme de g— modules : 
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H b W(G-x,S?\ G . x )^M% a fa ï (S?)) □ 
Pour un diviseur B— invariant D de X, on notera pçi(D) le caractère 

M#x{p)). 



* # * 



Gardons les notations précédentes. Si x est un caractère central, l'ensemble 
des caractères v G X tels que Xv = X est une classe de X modulo l'action * de 
W (cf. |Di| pro. 7.4.7] ; notons la W * %■ Du théorème et de la proposition 
sur les filtr ations 14 . Il et 14 . 21 on déduit la : 

Proposition 4.6 Soit encore T> l'ensemble des diviseurs limitrophes de X. 
On considère les parties suivantes de l'ensemble des caractères de Q : 

In :={pn(D) : DgD,D^} 

Jn :={pn(D) : D e D, D D Çl} . 

Alors, pour tout faisceau ££ , inversible et G— linéarisé sur X et pour 
tout caractère central x G ^ e Q— module admet une suite 

de composition finie : 

(#&(J2?)) = F D F 1 D . . . D F N D (0) 
dont les quotients successifs sont à permutation près les : 

M^(X) : A G (pn(jSf) + ZJ n + Z> Jn) n * x ■ 

Remarque : En particulier, les g— modules (Hq(JC)^ sont de longueur 
finie. 

Démonstration : 

Grâce au théorème 14.11 et à la proposition 14.21 et avec leurs notations, 
on obtient une filtr ation infinie de g— modules : 

fl&(J2?) = |J F^ k 

m>— X,n,k>0 

dont les quotients successifs sont : 

H h ^(MZ(kB)\ G . x ) (m>-l,n,k>0) . 

Lorsque (m,n,k) varie dans Z>_i x Z>o x Z>o, à l'aide du lemme l4~5l 
on obtient comme quotients successifs les g— modules : 



M^(X) 
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où À décrit l'ensemble pn(Jzf) + ZIçi + Z>o Jn- (Remarquons que si zq D, 
alors pn(D) = 0.) 

Maintenant, prendre la ième composante ^-ff^(Jzf)^ revient à ne 

garder, parmi ces g— modules que ceux qui sont de caractère central x : 
c-à-d tels que : Xx = Xi ou encore À G W * x- 

Le fait que chaque module de Verma généralisé apparaît au plus une 
fois dans la suite de composition est une conséquence de l'indépendance 
Z— linéaire des caractères pn(D), D G T> (cf. B98, pro. Al, iv)]). On 
obtient une suite de composition finie car chaque ensemble W * x es t fini- 

Q.e.d. 



* * * 



4.3.3 Application 

En conséquence de la dernière proposition, on trouve le résultat suivant sur 
la structure des q x g— modules H 1 ^^ w °\ûg) pour tout w G W : 

Proposition 4.7 Soient G est un groupe réductif et connexe sur C (avec 
les notations de la p. \$ et w un élément du groupe de Weyl. Alors 
H 1 BwB _(Ô'g) = (0), pour i ^ l(w) + l(wo), et les espaces propres généralisés 

non nuls de H 1 b ^ > b 3 W0 \û'g) sont associés aux caractères centraux X\,-X> 
À G X. Chaque tel espace propre Hf (associé à X\,~\) a une suite de com- 
position finie de Q x q— modules : 

Hf = F D F 1 D . . . D F N D (0) 

où, à permutation près, les i^/i^+i sont les : 

M w (n)^M(-fj,)* , /x G W* A . 

Remarque : On a noté M(— A)* le dual restreint de M{— A), le module 
de Verma de plus bas poids A (cf. par exemple le paragraphe qui précède la 
proposition 6 de |Br j ) . 

Démonstration : Choisissons une compactification régulière X de G 
et appliquons la proposition 14.61 . Aucun diviseur limitrophe ne contient 
l'orbite BwB~ . Ainsi, suivant les notations de la proposition précédente : 

I BW B- = {PB W B-(D) : D G V} , J n = . 

De plus, d'après |B981 pro. Al, iv)], le réseau engendré par les caractères 
PBwB- (D), D G D, est aussi le réseau engendré par les T x T— vecteurs 
propres de l'espace des fonctions rationnelles sur T (ou sur T). C'est donc 
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{(A, -A) : A G X}. 



Q.e.d. 



# # * 

Dans les deux dernières parties, on notera U et U~ les sous-groupes 
unipotents maximaux de B et B~ . 

5 Fin de la démonstration du théorème principal 

D'après B98, pro. Al, iv)], dans les compactifications de groupes réductifs, 
toutes les B x B'— orbites sont de rang maximal. 

On peut donc appliquer la proposition 14.61 dans ce cas. 

Après avoir rappelé une paramétrisation des B x B~ — orbites de X (|5.1|) . 
on va se sévir de la section précédente pour éliminer une grande partie des 
termes du complexe de Grothendieck-Cousin (cf. la section K-i.'2|) qui ne 
contribuent pas dans le calcul des multiplicités des groupes de cohomologie 
-£P(X,Jzf/j) (lemme I5.2)) . On exprimera alors ces multiplicités à l'aide de 
groupes de cohomologie à support dans certaines B x B~ — sous- variétés de 
X (théorème I5.MJI . Enfin, on pourra exprimer, à leur tour, ces groupes de 
cohomologie à support simplement en fonction de la restriction de à la 
variété torique T n Xo, d'éventail £ + (|5.4)l . et arriver ainsi à la formule du 
théorème 12.11 

5.1 Les orbites dans la compactifîcation 

Pour paramétrer les B x B~ — orbites de X, on utilise les cellules et les 
G x G— orbites. 

On choisit une fois pour toutes un sous-groupe à un paramètre Ç de 
T x T, dominant relativement à B x B~ et tel que tous les points fixés par 
Ç le soient aussi par T x T. 

D'après B98, pro. Al], les points fixes de T x T sont dans les G x 
G— orbites fermées. Ce sont donc les points (w,t).z a avec (w,t) G W x W 
et a un cône maximal de £ + (rappelons que z a est le point-base associé au 
cône a et que lorsque a décrit £ + , l'ensemble des cônes maximaux, z a décrit 
l'ensemble des points de X fixés par B~ x B). Les B x B~ — orbites de X 
sont dès lors les intersections non vides parmi les : 

O w ,t,c :=OnX((to,t).^) 

où est une G x G— orbite de X, et X((u>, t).z a ) est la cellule de Bialynicki- 
Birula associée au point (vj,t).z a et au sous-groupe à un paramètre ( (cf. la 
section 14. 1|) . 
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Pour la compactification magnifique G a d, il n'y a qu'un seul cône max- 
imal : C + . On notera X. a d(w,t) la cellule de Bialynicki-Birula associée à 
(w, t).zç+ et à Ç. 

On se servira plus loin de l'ouvert Xo formé des x € X tels que l'orbite 
B x B~ ■ x est ouverte dans G x G ■ x (si X = G a d, c'est la cellule ouverte). 
Plus généralement, on définit les relevés des cellules de G a d dans X : suivant 
B98, Pro. A2], comme X est régulière, la surjection canonique G — G a d 
se prolonge en un morphisme G x G— équi variant ir : X — > G a d- Pour tous 
w,t G W, soient X.(w,t) := ir -1 ÇX a d(w , t)). 

Posons aussi : 

S(w,t) := ((nr 1 ,*- 1 )^^*)) fl^nxo 

(si u; = t = 1, alors : X(l, 1) = X et 5(1, 1) = T n X ). 
Ces variétés vérifient : 

Lemme 5.1 ([BL, §1.2 et 2.3]) Soient w,t £ W . Alors : 

• X(iu,i) est une sous-variété fermée de (i/j,i).Xo ; 

• S(w,t) est une sous-variété fermée de TnXo, formée des s G TnXo 
ie/s çîxe limite quand a tend vers de : 

(«;- 1 ,t- 1 )(C)(a). S 

existe dans T n Xo ; 

• on a la décomposition en B x B~ — orbites : 

X(w,t) = □ O wAa ; 

O GxG-orbite 
(TG£"I~ maximal 

• l'application : 

wll x tU~ xTnX — ► X 

(a,b,s) i — ► (a, 6). s 

induit des isomorphismes de variétés algébriques : 

wU x tu- x TnX ^ 
{wUnUw) x (tu- r\JJ-t) x s(™,i) ^ 



(w,i)X 
X(w,t) 



Le dernier point du lemme a pour conséquence que, pour tout faisceau 
inversible et G x G— linéarisé sur X, on a un isomorphisme de faisceaux 
T x T— linéarisés : 
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5.2 Calcul des multiplicités des groupes de cohomologie à 
support dans les orbites 

Soit Q Wj t,o- une B x B~— orbite de X de codimension i. On s'intéresse 
aux sous-quotients simples (comme g x g— modules) de dimension finie de 
Hq w t a {££h) et à leur multiplicité. On déduit de la proposition EU P- EZIle : 

Lemme 5.2 Soit L un G x G— module simple. Si la multiplicité 

n'est pas nulle, alors : w = t et il existe un caractère p G X + tel que 
L = End(L(/i)). 

Démonstration : Soit x I e caractère central du g x g— module L. 

D'après la proposition I4.fi( si le g x g— module (Ho wto ^) a une multi- 
plicité non nulle selon L, alors il en est de même pour un g x g— module de 
la forme : 

M w (h a + 5)^M\-K-5) 

où h a est le poids de la droite Sâ^\ Za et, pour un certain diviseur G x 
G— invariant D de X, 5 est celui de la droite Ox [P)\ Z(J . Il est nécessaire, 
aussi, que : 

(w, t) * (h + ô, -{K + S)) G W * X ■ 

Soit (Ai, A2) le plus haut poids de L relativement à B x B~ (c-à-d que 
Ai et — A2 sont dominants). On a alors : 

w(h c + ô + p)e W(Xi + p) et t(-h a — ô — p) G W(-X 2 - p) 

d'où : VF(Ai + p) = W(\2 + p) et : Ai = — A2 car X\ + p ainsi que — (A2 + p) 
sont dominants et réguliers. En conséquence, L = End(L(Ai)). 

D'un autre côté, pour que legxg— module M w (h a + ô)^M t (—h a — ô) ait 
un G x G— module parmi ses sous-quotients simples, il faut que w(h a + 5 + p) 
et t(h a + ô + p) soient dominants réguliers (cf. la remarque après le théorème 
I4.4JI . Cela entraîne que : 

w(h a + 6 + p) = t(h a + 5 + p) = Ai = A 2 

et que : w = t. Q.e.d. 



Grâce au complexe de Grothendieck-Cousin, il résulte immédiatement 
de ce lemme que, pour tout i > 0, les représentations simples de G x G qui 
apparaissent dans la décomposition du G x G— module H l ÇX.,Jff l ) sont de la 
forme End(L(/z)) pour un certain p G X + . Ce lemme montre aussi que, dans 
le complexe de Grothendieck-Cousin et en vue du calcul des multiplicités des 
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modules End(L(//)) dans les groupes de cohomologie H l ÇK., J?h)i on peut se 
passer des termes de la forme Hq (-Sf/J, avec w ^ t. On se ramène 
ainsi, dans la section suivante, à une étude des groupes de cohomologie à 
support dans les variétés X(i, t), t G W. Cette étude est plus facile que 
l'étude directe des groupes .fP(X, Jzf/i) car, grâce au lemme d'excision, on 
peut remplacer X par n'importe quel ouvert qui contient X(t, t). 

5.3 Simplification de l'expression des multiplicités des groupes 
de cohomologie 

Avec les notations de la section précédente (|5.1[> . on a : 
Théorème 5.3 Pour tout i > et tout jj, € X + : 

'^(X.JSffc) : End(LGu))] = £ [lT^ t) {# h ) : End(L(/i))' . 

tew 

Démonstration : Soit L un G x G— module simple. 
Suivant le théorème 13 .2| pour tout i > 0, H' l (X.,^fh) est le i— ème groupe 
d'homologie du complexe de Grothendieck-Cousin : 

: -» if £ if 1 ^ . . . -» i^dimX _^ Q 

où pour chaque p > 0, -?T P est la somme directe : 

0,w,t,a 

indexée par les B x i? - — orbites de X de codimension p. 

# * # 

Les applications dP définissent des morphismes (de g x g— modules) : 

pour toutes paires d'orbites Q, SI' de codimensions p et p + 1. 

Si, dans le complexe K*, on ne garde que les termes de la forme Hç, t t a (Jzf/J 
(d'après le lemme 15 .2\ ce sont les seuls qui puissent avoir une multiplicité 
non nulle selon L), alors on obtient un nouveau complexe : 

— > Kp — > Kp — > . . . 



où, pour tout p > 



0,t,<x 
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Les différentielles de ce complexe ont pour composantes les dP'^ 1 ' où O et Çl' 
sont des B x B~ — orbites de la forme Qt,t,v 
De plus, on a : 

Vt > 0, [h\K*) : L] = [ti(K* F ) : L] . 

* * * 

Pour des raisons de support, si un morphisme cf 1 '^' est non nul, alors on 

a : 

Q' Ç H et codim(fi',H) = 1 . 

Or, grâce à la description des adhérences des B x B~ — orbites de X de 
B98, th. du §2.1] et |Sp} pro. 2.4], on peut montrer le : 

Lemme 5.4 (jH pro. V.3.6]) Soient 0,0' des G xG- orbites de X, w,w' S 
W et a, a' des cônes maximaux de £ + . 
Alors, si : 

w',w',a' Q Qw,w,(j et codim(O lu / j ,„/ j(T /, O w ,w,a) = 1 , 

on a : w = w' □ 

En conséquence, le complexe K* F se décompose ainsi : 

K* F = K*(t) 
tew 

avec : 

Vp>0,VieW, K?(t) = @H p 0tt JJ? h ) ; 

0,(7 

il en résulte aussi que : 

V*>0, [h i (K* F ):L] = y £[ti(K*(t)):L] . 

tew 

* # * 

Or, si t G W, on reconnaît en K*(t) le complexe de Grothendieck-Cousin 
associé à Jz?/i et à la filtration : 

X D X(t, t) ^z?^z}d... 

par les fermés de X(i, t) définis par : 

vi>o,zi-.= y o tAo . . 

0,CT 

dimOi ( CT <dimX(*,t)— i 
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Dès lors, d'après le théorème E21 on a des isomorphismes de gxg— modules 

Vi > 0, Vt G W, ~ flk (M) (JSf fc ) • 



* * * 



En résumé, si i > 0, alors : 
[1T(X, J%) : L] = [^(iT) : L] = [h\K* F ) : L] = £ [^(^(t)) : £] 



X(t,t) 



Q.e.d. 



5.4 Réduction au cas torique 

Pour conclure, il reste à déterminer les multiplicités 

^ (tit) (j^):End(L( M )) 
lorsque t G W. 

On va se ramener à au calcul du caractère d'un groupe de cohomologie 
à support d'un faisceau inversible sur une variété torique. 

Grâce aux isomorphismes du lemme t5~T| on a un isomorphisme de T x 
T— modules : 



Tnx ■ 



Et, en utilisant les isomorphimes de T— modules suivants (c/. |Ke78| 
lem. 12.8] ou |Kul lemme 3.16] pour les deux premiers) : 



H%U nU (0tut-i)^M(tp-p) 



(le module de Verma de plus haut poids tp — p) 

Hlu-t-inu-i^tu-t-i) * M(-tp + p) 
(le module de Verma de plus bas poids — tp + p), et 
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(pour certains entiers m u t ), on obtient un isomorphisme de T x T— modules 
H l X (t,t) &k) - rn v ( M(t(i/ + p) - ^M(-(i(, + p) - p)) 

Mais, comme les caractères des 5 x g— modules simples L (à plus hauts 
poids) sont 7L— linéairement indépendants, on trouve que, pour tout car- 
actère p, G X + , la multiplicités selon End(L(p)) de -f^x(t t)(-^) vérifie : 

Hk m (J? h ) : End(LOi))] = E m.lM^ + pj-p) : L( M )] 

= m t- 1 ( l i+p)-p 

( c/. la remarque qui suit le théorème 14. 4|) . 

Dès lors, pour tout i > et pour tout p G X + , on a : 

~H\^££ h ) : End(L(/x)] = m M + £ ^t" 1 ^ • 

tew, t^i 

* * * 

Enfin, on vérifie que les variétés toriques TnXo et TnX.o\S(t, t) ont pour 
éventails : £ + avec |£ + | = C + et un ensemble £/" avec |£t~| = [J a f)C + . 

QGJ t _i 

La formule de |U881 th. 2.6] (cf. aussi [TJ th. II. 4. 2]) permet alors 
d'exprimer les entiers m r i t(i en fonction de /i et des sous-espaces topologiques 

e + et \j aeJt a 1 - n e+ de y R . 

Cela achève la démonstration du théorème 12.11 



En fait, pour la cohomologie des fibrés en droites sur les variétés toriques, 
la méthode du complexe de Grothendieck-Cousin aboutit directement à une 
formule qui fait intervenir la cohomologie d'Ishida (cf. jH th. II.4.4]). 



Je remercie mon directeur de thèse, Michel Brion, pour sa relecture at- 
tentive et patiente, et pour les améliorations et corrections qu'il m'a fait 
apporter aux premières versions. Un grand merci également à Syu Kato 
pour les bons échanges que nous avons eus. 



^On considère -ffgj^) (-^IthXo ) comme un module grâce à l'action de T x {1} 
sur T n X et sur S(t, t). 
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